Wprowadzenie do maszyny Turinga 

Deterministyczna Maszyna Turinga (DTM) jest pewną klasą abstrakcyjnych modeli 
obliczeń. W tej instrukcji omówimy konkretną maszynę Turinga, którą będziemy 
zajmować się podczas laboratorium. W przypadku tej DTM możemy wyróżnić 
3 istotne elementy: 

1. Taśma o nieograniczonej liczbie komórek. W każdej komórce zapisany jest 
jeden symbol z pewnego alfabetu. W naszym przypadku alfabet będzie składał 
się głównie z jedynki ("1") oraz z symbolu pustego, którym będzie hasz ("#"), 
chociaż użycie innych symboli ASCII podczas zajęć jest dozwolone. Na 
początku obliczeń na taśmie znajdują się dane wejściowe, które zajmują pewną 
skończoną liczbę komórek, zaś wszystkie pozostałe komórki zawierają symbol 
pusty. Po zakończeniu obliczeń na taśmie znajduje się wynik końcowy. 

2. Głowica, która porusza się nad taśmą. W każdym kroku pracy maszyny 
głowica znajduje się nad dokładnie jedną komórką taśmy. Dla tej wersji 
maszyny głowica po każdym kroku obowiązkowo porusza się o jedną komórkę 
w prawo lub w lewo. Przykładowy fragment taśmy z głowicą umieszczoną nad 
pierwszą "jedynką" od lewej: 



3. Funkcja przejść reprezentowana w postaci skierowanego grafu. Graf ten 
opisuje algorytm (obliczenia) jakie chcemy wykonać. Jest to najważniejsza 
"część" DTM i opiszemy ją dokładniej. 

1. Wierzchołki grafu reprezentują stany maszyny Turinga. W każdym kroku 
maszyna Turinga znajduje się w jednym ze swoich stanów. 

2. Krawędzie grafu opisują przejścia pomiędzy stanami. Jeśli maszyna jest w 
stanie A, to może w następnym kroku znaleźć się tylko w tych stanach, do 
których prowadzą krawędzie od stanu A. W szczególności możliwe są 
przejścia z A do A (pętle). 

3. Krawędzie grafu opatrzone są etykietami. W dotychczasowych grafach 
etykietą była liczba, którą interpretowaliśmy jako wagę krawędzi. W tym 
przypadku etykiety nie są liczbami i interpretowane są inaczej. 

Zanim przejdziemy do bliższego opisu etykiety, omówmy jak "pracuje" sama 
maszyna Turinga. W każdym kroku maszyny: 








1. Należy określić aktualny stan maszyny. Niech będzie nim Q. 

2. Należy określić symbol w komórce pod aktualną pozycją głowicy. Niech 
będzie nim S. 

3. Należy w grafie znaleźć krawędź od stanu Q, której etykieta zaczyna się od S. 

4. Na podstawie znalezionej etykiety i stanu do którego biegnie omawiana 
krawędź należy określić "parametry" maszyny w następnym kroku tzn.: 

1. Następnym stanem jest stan, do którego prowadzi krawędź. 
W szczególności może to być ten sam stan co obecny. 

2. Należy nadpisać symbol w komórce pod obecną pozycją głowicy nowym 
symbolem, który wynika z etykiety (o tym za chwilę). W szczególności 
może to być ten sam symbol co obecny. 

3. Należ przesunąć głowicę o jedną pozycję w lewo lub w prawo, zależnie od 
symbolu "L" lub "P" na końcu etykiety wspomnianej krawędzi. Zauważmy, 
że przesuwanie głowicy odbywa się po nadpisaniu symbolu. 

Powyższe czynności dokonywane są automatycznie w każdym kroku. Naszym 
zadaniem jest jedynie zaprojektowanie grafu, podanie danych wejściowych 
i uruchomienie maszyny. 

Przykładowy fragment grafu: 



Krawędź od stanu A do B ma typowy format etykiety. Symbol przed ukośnikiem 
oznacza symbol jaki musi być obecnie na taśmie, by przejść daną krawędzią. Symbol 
za ukośnikiem oznacza czym należy nadpisać symbol pod aktualną pozycją głowicy. 
Ostatni symbol etykiety mówi czy przesunąć głowicę w lewo lub w prawo. W 
powyższym przykładzie krawędź od A do B interpretujemy następująco: 

Jeśli obecny stan to A, zaś symbol na obecnej komórce taśmy to 1, to w obecnej 
komórce taśmy należy zapisać #, przesunąć głowicę w Prawo i przejść do stanu B. 

Druga krawędź jest przykładem uproszczonej składni. Zapis "1,L" oznacza to samo 
co "1/1,L", więc przejście od B do C odczytujemy jako: 






Jeśli obecny stan to B, zaś symbol na obecnej komórce taśmy to 1, to w obecnej 
komórce taśmy należy zapisać 1 (symbol komórki pozostanie bez zmian), przesunąć 
głowicę w Lewo i przejść do stanu C. 

Pod pewnymi warunkami istnieje także możliwość tworzenia krawędzi 
"wielokrotnych". Przykładowo rozpatrzmy poniższy fragment grafu: 



Widzimy, że wszystkie 3 krawędzie prowadzą od stanu A do B i przesuwają głowicę 
maszyny w prawo. Różnią się jedynie wyzwalaczami i zamiennikami (1 zamieniane 
w 0, 0 zamieniane w 1 oraz # pozostawiany bez zmian). Taka reprezentacja jest 
całkowicie poprawna, ale istnieją na nią skrót. Wystarczy podać wiele wyzwalaczy i 
zamienników w pojedynczej krawędzi: 


£ 

W tym przypadku symbole sprzed ukośnika (10#) zamieniamy na ich odpowiedniki 
po ukośniku (01#), co daje taki sam efekt jak poprzednio, ale dla niektórych może 
być czytelniejsze (mniej jawnych krawędzi). Zauważmy jeszcze raz, że jest to 
możliwe tylko wtedy, gdy wszystkie "łączone" krawędzie zaczynają się i kończą 
w tych samych stanach oraz przesuwają głowicę w ten sam sposób. 

Pozostają jeszcze dwie kwestie ogólne. Po pierwsze należy określić kiedy maszyna 
się zatrzymuje. Służą do tego specjalne stany zwane stanami końcowymi lub 
punktami zatrzymania. Analogicznie należy określić stan początkowy, w którym 
maszyna rozpoczyna pracę. To czy stan jest zwykły, początkowy czy jest punktem 
zatrzymania można określić podczas tworzenia (lub edycji) stanu. Na ekranie stan 
początkowy oznaczony jest prostokątem (w przeciwieństwie do innych stanów, które 
mają zaokrąglone narożniki). Stany końcowe oznaczone są na czerwono. 

Drugą kwestią jest początkowe położenie głowicy, które należy dobrać w zależności 
od algorytmu i danych wejściowych. 

Zanim przejdziemy do przykładu należy zwrócić uwagę na kilka możliwych pułapek 
wynikających z samej maszyny bądź z programu, którego będziemy używać: 

1. Opcja "wznów" programu kontynuuje pracę od aktualnie zaznaczonego stanu 
(zwykle jest to stan przed wybraniem "pauzy"). Jeśli chcemy zacząć ponownie 













symulację od stanu początkowego, to lepiej wybrać opcję "start" - nie ma 
wtedy konieczności ponownego wybierania stanu początkowego jako aktualny. 

2. Niestety opcja "start" nie przywraca danych wejściowych ani pozycji głowicy 
do stanu początkowego. Po wprowadzeniu zmian do grafu i przed ponownym 
uruchomieniem maszyny należy się upewnić czy taśma zawiera odpowiednie 
dane, a głowica znajduje się w odpowiednim miejscu. 

3. Po kliknięciu prawym klawiszem na taśmę istnieje możliwość zapisania 
i późniejszego przywrócenia stanu taśmy. Istnieje też możliwość 
wyczyszczenia taśmy i ustawienia jej wartości (podając wartość kolejnych 
komórek jako ciągły tekst). Należy jednak pamiętać, że po takim podaniu 
tekstu głowica zostanie umieszczona o jedno pole zą tym ciągiem! 

4. W grafach dla maszyny Turinga często występują pętle z powrotem do tego 
samego stanu, zwykle pełniące rolę "czekającą" ("dopóki znakiem na taśmie 
jest X, to wykonaj Y"). Należy jednak zadbać, by z pętli można było wyjść. 
Ogólniej należy zadbać, by maszyna się ostatecznie zatrzymywała (osiągała 
któryś ze swoich stanów końcowych) dla każdych poprawnych danych 
wejściowych. 

5. Uwaga związana z powyższą. Jeśli nasz alfabet taśmy liczy N symboli, to w 
teorii w grafie z każdego stanu (oprócz końcowych) powinno wychodzić 
dokładnie N krawędzi, każda posiadająca inny "wyzwalacz" (pierwszy znak 
etykiety). W praktyce, jeśli mamy gwarancję, że będąc w stanie Q w aktualnej 
komórce taśmy nie będzie symbolu X, to możemy odpowiednią krawędź 
pominąć w grafie (sytuacja taka występuje też w przykładach poniżej). 

Ponieważ grafy dla maszyn Turinga potrafią być skomplikowane nawet dla prostych 
algorytmów, to zajmiemy się możliwie prostymi zagadnieniami. Jako przykład 
pokażemy algorytm dodawania dla liczb w systemie jedynkowym. W systemie tym 
liczba zapisana jest za pomocą tylu jedynek ile wynosi jej wartość: 

1 = 1 
2 = 11 
5 = 11111 
10 = 1111111111 

System ten jest bardzo niewydajny w sensie liczby komórek taśmy potrzebnej na 
przechowanie liczby i mało czytelny, ale bardzo upraszcza same algorytmy. 

Załóżmy teraz, że naszym celem jest napisanie algorytmu dodającego dwie liczby 
naturalne (niech będą nimi A i B) w systemie jedynkowym. Dane wejściowe są 
następujące: A, jeden symbol pusty (separator liczb) oraz B. Głowica zaś zostaje 
początkowo umieszczona nad pierwszym symbolem liczby A. Dla A = 2 oraz B = 3 



dane wejściowe wyglądają następująco: 



Naiwny (niewydajny) algorytm obliczania sumy A i B (pokrótce go omówimy, gdyż 
sposób rozumowania może być przydatny przy wymyślaniu algorytmów dla innych 
problemów) mógłby wyglądać następująco: 

1. Liczba sumowana C będzie tworzona na miejscu za liczbą B, i będzie 
oddzielona od B jakimś znakiem innym niż "1" (może to być "#" lub jakiś 
innym symbol np. "X"). 

2. Dla każdego symbolu "1" liczby A, kasujemy ten symbol (zamieniamy go na 

przemierzamy taśmę na miejsce tworzenia liczby C i dodajemy nową 
jedynkę na końcu tej liczby. Po zakończeniu tego etapu liczba A zniknie z 
taśmy, a liczba C będzie miała wartość równą A. 

3. Podobne rozumowanie przeprowadzamy dla liczby B - na miejsce każdej 
skasowanej jedynki z B wpisujemy dodatkową jedynkę na koniec C. Po 
zakończeniu tego procesu liczba B zniknie z taśmy, zaś liczba C będzie miała 
pożądaną wartość A + B. 

4. Zatrzymujemy maszynę. 

Zapis powyżej nie jest zbyt skomplikowany, ale przy próbie skonstruowania grafu 
może się okazać, że maszyna taka wymagałaby znacznej liczby stanów/przejść. 
Istnieje jednak dużo prostszy algorytm. Zauważmy, że jeśli symbol "#" pomiędzy 
liczbami A i B zamienimy na "1", to tak naprawdę "skleimy" obie liczby. W naszym 
przypadku: 


11#111 


zamieni się na: 


111111 

Zauważmy, że jest to jedna liczba w systemie jedynkowym o wartości 6. Nam jednak 
potrzebna jest wartość 5. Wystarczy więc, że zamienimy ostatnią (lub pierwszą) z 
jedynek na "#" i zatrzymamy maszynę. 

Maszyna wykonująca ten algorytm posiada graf liczący zaledwie 4 stany: 





Symulację zaczynamy w stanie "Szukaj przerwy". Jeśli w stanie tym trafimy na 
jedynkę, to zapisujemy znów jedynkę (bez zmian), poruszamy głowicę w prawo i nie 
zmieniamy stanu (krawędź "1,P"). Ponieważ początkowo głowica znajduje się na 
pierwszej jedynce liczby A, to będziemy w tym stanie dopóki nie natrafimy na 
symbol inny niż "1". 

Jeśli natrafimy na symbol "#", to oznacza, że liczba A się skończyła i trafiliśmy na 
przerwę pomiędzy liczbami. Zapisujemy więc symbol "1" na miejsce "#" (sklejamy 
liczby), przesuwamy głowicę znów w prawo i przechodzimy do stanu "Sklejone, 
szukaj końca" (krawędź "#/l,P"). 

Głowica po ostatnim ruchu znajduje się na prawo od (nieistniejącej już) przerwy, 
więc jesteśmy na początku oryginalnej liczby B. Powtarzamy sytuację ze stanu 
poprzedniego - dopóki napotykamy jedynkę, to przesuwamy głowicę w prawo, nie 
zmieniając ani symboli na taśmie ani stanu (krawędź "1,P"). 

Gdy jednak znajdziemy kolejny symbol "#", to oznacza, że liczba B również się 
skończyła. My jednak chcemy skasować jej ostatnią cyfrę. Nadpisujemy więc symbol 
"#" tym samym symbolem i przesuwamy głowicę w lewo (krawędź "#,L") i 
przechodzi do stanu "Cofnięte". 

Znajdujemy się teraz na ostatniej pozycji oryginalnej liczby B, którą powinna być 
jedynka. Zapisujemy na jej miejsce symbol pusty i przechodzimy do stanu "Koniec" 
(krawędź "1/#,P"). Ruch głowicą, który wykonamy nie jest w tym momencie istotny 
- ruch w lewo byłby równie poprawny. 

Po zatrzymaniu maszyny ciąg na taśmie wyniesie dokładnie "11111", czyli taki 
jakiego potrzebowaliśmy. Algorytm ten jest poprawny, nawet gdy jedna lub obie 
liczby mają wartość 0 ("#"). 

Zauważmy też, że od stanu "Cofnięte" wychodzi tylko jedna krawędź, pomimo że w 
alfabecie mamy dwa symbole - druga krawędź nie jest potrzebna (choć formalnie 
powinna się pojawić). 

Jako drugi przykład zaprezentujemy algorytm odpowiadający na pytanie czy dana 
liczba w systemie jedynkowym jest parzysta. Maszyna ma wypisywać pojedynczy 
symbol "T" (tak) lub "N" (nie). Zakładamy, że początkowo głowica znajduje się na 





















początku sprawdzanej liczby. Graf dla takiego problemu jest jeszcze prostszy niż 
poprzednio i składa się z zaledwie 3 stanów: 



Widzimy tu dwa stany "Parzysta" i "Nieparzysta", które przyjmujemy w zależności 
od tego ile jedynek do tej pory "wczytaliśmy" z wejścia. Na początku nie 
wczytaliśmy żadnej jedynki, a zero jest liczbą parzystą, więc stanem początkowym 
jest "Parzysta". 

Maszyna będzie więc zmieniać aktualny stan z "Parzysta" na "Nieparzysta" 
i odwrotnie, dopóki aktualnym symbolem będzie jedynka. Maszyna będzie też 
usuwać napotkane jedynki (mówią o tym etykiety "1/#,P"). 

Po napotkaniu symbolu "#" (liczba wejściowa się skończyła), następuje przejście do 
stanu "Koniec". Jeśli przejście następuje od stanu "Parzysta", to zapisujemy na taśmie 
symbol "T", zaś jeśli przejście następuje od stanu "Nieparzysta" to zapisujemy 
symbol "N". 

Ponieważ usuwaliśmy wszystkie jedynki, to ostatecznie na taśmie znajdzie się tylko 
jeden symbol "T" lub "N" - reszta będzie znakami pustymi. Algorytm zadziała dla 
dowolnej liczby naturalnej. 


Zauważmy też, że oba stany niekońcowe mają jedynie po 2 krawędzie wychodzące, 
pomimo że formalnie alfabet składa się z 4 symboli ("#", "1", "T" oraz "N"). 
Oczywiście w praktyce moglibyśmy użyć "1" zamiast "T" oraz "#" zamiast "N", 
jednak przedstawione podejście jest czytelniejsze. 
















